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Resumen.- En este articulo se expone un ingenioso método
matematico para obtener las férmulas sobre los nuameros
indices, que fue ideado por F. Divisia en 1925-1926 (Divisia,
1926). Bajo determinadas condiciones iniciales, la solucion
de la ecuacion diferencial general, origina los numeros indices
comunes en la literatura de la Estadistica Econémica.

0 Introduccion

El método ideado por Divisia (Divisia, 1926), se basa en
la utilizacibn de una ecuacion diferencial general, cuya
solucién particular, bajo determinadas condiciones iniciales,
da origen a los numeros indices: de Laspeyres, Paasche,
Fisher, Marshall y Keynes.

Suponga que el valor de un conjunto de articulos, en un
periodo. "t", pueda ser expresado como:

i=n

Vi =é. Pit di =P Q,

i=1

Donde R representa el nivel general de precios en el
periodo “t”, y Q el volumen total fisico en el mencionado
periodo. Si se estd interesado, en la medida del nivel de
precios P;, entonces cualquier cambio en el valor de V;,
puede ser el resultado de un cambio en los precios o un mbio
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en las cantidades consumidas. Por lo tanto, diferenciando, se
tiene;

dV, =PdQ, + Q,dP, = é. (pitdqit + qitdpit)
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Separando esta Ultima ecuacion

diferenciales, se tiene:

en dos ecuaciones

: é P; da;

i dQ, _ i 0
; @ &p.a,

i i=1

¢ g

I Eifi___ ?} th dF)H (”)
1 Fi - ign

-I- a pit dlt

1 i=1

Considere la segunda ecuacion diferencial, y suponga
gue las cantidades consumidas g; en el periodo comparado,
son proporcionales a aquellas consumidas en el periodo base

“0" , es decir:
&:kb d;. = ka;,
Gio
Por o tanto:
ad.dp,  Ad.dp,  d(@ )
ﬂ — =l - = i=1
P, o" isn isn
a P d; a di by a P di
i=1 i=1 i=1
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Donde P; y p: son variables y q: = k g, es constante.
Integrando ambos miembros de esta ultima ecuacion:

4R P

~ 8i:1 pitqmb _ dé;n 0

= o b logFR = Iogga anioanCl
] i=1
a. pit qio

i=1

ar
R

Donde C; es una constante arbitraria y cuyo valor puede
ser obtenido mediante ciertas condiciones iniciales.

Se impone, como condicion inicial, que:
Qo =e&xp (_ Cl)

Donde exp = 2,7281 y Q, es el volumen total fisico en el
periodo “0”.

Puesto que:
P 1 P
Vo = PoQo = é. Piclio P i:n—o -—= eXp(Cl) = i:n—o
i=1 2 QO o
a pioqio a pioqio
i=1 i=1
2 @
P C, =log¢-——— i -
o -
%a pioqioa
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Reemplazando este valor en la relacion anterior, se tiene:

ge 0
' " o
log P, = Iogf;a Pl 2+ Iogg, ———_P logR =logcq p,g,~
- P+ o ?
e| =1
+log P, - Iogga p.oqm-b logP, - logP, = Iogga p.tqm-
iz ei=1
é'a"
: ea p|tq|0 U
-Iogca P00~ % log ;--Iog?.'i @
el—l 7] 0@
pIOqIO
g3, Pl

i _ 2.1 pitq|o
P i=n
° é piOqIO

Esta ultima expresion corresponde, como ya bien se
sabe, a la definicion del Indice de Laspeyres.

De la misma ecuacion diferencial (1) :

o o

dPt %lq|t p|t
) ign

a Pi i

i=1
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Podemos obtener la correspondiente férmula para el
indice de precios de Paasche. Para ello se cambia el
subindice “t” por el subindice “j”:

i=n

a q,dp
P. =N
J aaq,p,
i=1

Suponga ahora, que las cantidades consumidas en el
periodo comparado, son proporcionales a aquella consumidas
en un periodo, digamos “t”, es decir:

 akag.dp;  §a.dp,
a; = kg, P = ii::ln = ii::].n
A [e] [¢]

! aka, p; a d; p;
i=1

i=1

Integrando ambos miembros, tenemos:

daégq b,

dp &G i & b

N ! b |Ong = |098a qitpij5+C2
i=1

i=n

P o
a 4iP;;
i=1

Donde, al igual que en el caso anterior, C, es una
constante arbitraria y cuyo valor puede ser obtenido mediante
condiciones iniciales.

Supongamos que:
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Q= ep (-Cy) y quer  ep(Cy) =

e u
¢ p U
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Tomando algoritmo, se tiene:

n

Qo7

Qi Py

Il
=}

T
u|-o
I
Qor |

Pic i

1

Invirtiendo esta ultima relacion, se tiene:

t
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1
=}

of

Qi Pj;
D i: .i:l t :
Pt |gn
pij di
i=1
Si ahora j = 0, se tiene:
& b
E: Ii:l it Mt
P i=n
° A Py
i=1

Expresion que corresponde a la formula de indice de
Precio de Paasche en el periodo “t” con base el periodo “0”".

Partiendo de nuestra ecuacion inicial, es también facil
encontrar el Indice de Precios de Marschall-Edgeworth. Para

ello, suponga que:

i) 04 fit
[i) ay = Ky (@ + )
Lii) py = k, Py
HV)PJ' = k;R
Por lo tanto,
3 0, A K, (G0 + K, (dpy)
R 2P dwpy, e TAIEI
P i=n k P i=n
A, 3t a k.(a, *+ 9, )K,py
i=1 i=1
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i=n ‘I i=n U
A (@o+a)dp,  did (@ +qn)png

— =1 _ li=

g (A +a;) é Pi Qi +Pi)

i=1 i=1

Integrando ambos miembros, se obtiene:

log P, =l0gSa (q.o+0|.t)pnu+ Cs
€i=1

Considerando como condicién inicial:

g u
é u
C,=logé= Fo a
€2 Do (G +a,) Y
i=1 H
Se tiene:
é u
¢ p u
logR, = Iogea (q.0+q.t)p.tu+I09§. — 2 v
i= U
ei=t ea p|0(q|0 qlt
€i=1
3" 2 b (q +q
g |t (q|o+q|t)u Pt _ 91 plt (q|o qlt)
b Iog(Ft):Iog(:ajnl—u F— =
?é |0 (q|0 |)§ 0 a- pio (qi0+qit)
i= i=

61



Lépez, Efrain: Revista Economia No. 1, 1987. 53-67.

Formula que corresponde al indice de Precios de
Marshall-Edgeworth.

Igual argumentacién puede utilizarse para encontrar la
férmula del indice de Precios de Keynes.

A continuacion se encuentra, la formula del indice de
Precios de Fisher. Se parte de la misma ecuacion inicial:

a 9. dp;,
— i=1
P i=n
A g ps

i=1

ar

Particionando la sumatoria del numerador en el segundo
miembro, en dos partes, de la siguiente manera:

i=n
o

a . dp, + A g, dp;,

P i=n
t é. Pit it
i=1
iznz jznz
dp. + * do*.
ﬁzelqlt Pit E.lq i OGPy
Pt i;n
a Pi iy

i=1

Donde:
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.i. q*j,t = qn1+i,t
[

.I_p it qn1+i,t
bi=i = 123.. ..n,
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é. it dpit a- q*it dp*jt
b ﬂ: i=1 + 17
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i=1 i=1
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e e T = e
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En que:
ign:l jZHZ
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a . Py a diPi =
i=1 i=1
Sean:
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izn1

dPl _ a:l qit dpit

- (1)
Yooag.p

i=1

o

jznz
agq*, dp*,
P m @
PZ ]‘:’nz * *

aq’; Py

=1

dP, _ dP, dP,

Si en la ecuacion (1) se hace ¢, =kq;,, se tiene:

i(:)n1 d
ﬁ_ §1 Uio OBy
F)l iznl
a i, Py

i=1
Integrando, se obtiene:
i;nl
log P, =log(Q g, P:) +C,
i=1
Donde C; es una constante arbitraria.

De la ecuacién (2), se obtiene:
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=N,

2 * *
sz_,-azlq Jtp jt

Jznz
* *
ad P

j=1

2

i=n,

P logP,= (& 9*,p*,)+C,

j=1

Sumando las ecuaciones (3) y (4), se tiene:

1= i=n,
log R, +logP, =l0g(& P, d0) +109(Q a*; P*,)+C,

i=1 j=1
En que C; =C1+GCy
i ign.
b log(P,x B)=log{ (@ P, ao)x-(@ Pya*,) }+C;
i=1 =1
(5)
Pero sabemos que:
dr, dR, dp, . k2
—t= —1 a+ a, yademas.g a, =1
R R 2 ket

Integrando miembro a miembro, se obtiene:

65



Lépez, Efrain: Revista Economia No. 1, 1987. 53-67.

‘ i= n1 —nz

|Og Pt == |09I(a p:d |o) (a p th Jt))t/)-'-c

T i=1 =

donde C=C3+ Cy4

‘1/2
= n2

log R =log e(a P i) (a P*; g ,t)u +C (7
e ii=1

Si los precios en el periodo base “0” son pi, y €l nivel de
precios es P,, entonces:

'”1 lnz

IOgP |Og é(a pIOqIO) (a. p jo q ]t)U +C
é i=1

l/ 2

P C=log— Ko
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: D (D
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Reemplazando el valor de C en la ecuacién (7) :
1/2

an P
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Al tomar antilogaritmo, se obtiene:

1

é ignl Jznz . . 12

p €apd, aP 9% a
o= 5 G it
P, € Ig v
(o] A -
e PicAio a p*jo q*jt u

é i=1 1 a

Formula que corresponde al indice de Precios de Fisher
en el periodo "t" con base el periodo "0".

Si en cambio se utiliza la ecuacién diferencial (I) de la
segunda pagina de este articulo, y para los precios se
consideran supuestos analogos a los establecidos para las
cantidades, se puede obtener de manera semejante los
correspondientes indices de cantidades de Laspeyres, Pasee,
Fisher, Marshall, Edgeworth y Keynes.
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